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1 Introduction

Le théoréme de densité de Chebotarev décrit, dans le cadre d’une ex-
tension galoisienne de degré fini de corps de nombres L/K, la facon dont
les idéaux premiers non-ramifiés de K se répartissent dans les différentes
classes de conjugaison du groupe de Galois Gal(L/K) via 'automorphisme
de Frobenius ou symbole d’Artin. Il dit notamment que cette répartition est
équitable par rapport aux cardinaux des classes de conjugaison. Un cas par-
ticulier de ce théoréme qui ne sera pas démontré ici, est le théoréeme de la
progression arithmétique de Dirichlet, qui décrit la répartition des nombres
premier dans les suites arithmétiques, c’est-a-dire les nombres premiers mo-
dulo un entier, et qui est un corollaire du théoréme de densité de Chebotarev
dans le cas des extensions cyclotomiques. La preuve du théoréme elle-méme
suit le méme schéma que celle du théoréme de Dirichlet, en remplagant 1'uti-
lisation des fonctions L de Dirichlet par les fonctions L d’Artin.

Ce texte se compose de deux parties distinctes. La premiére partie se concentre
durant les chapitres 2 & 4 sur la théorie des représentations linéaires de
groupes finis et leurs caractéres dans le but d’obtenir une base utile pour
décrire les fonctions L associées & des caractéres, notamment les fonctions L
de Hecke et d’Artin, mais surtout, de démontrer le théoréme de Brauer afin
de pouvoir étendre les fonctions L d’Artin. Elle suit globalement la structure
de Serre [1] en sautant certains chapitres.

La seconde partie commence par décrire les fonctions L de Hecke sans en-
trer dans la théorie des corps de classe, ce qui oblige & laisser certaines
preuves sans démonstration. Elle introduit ensuite les fonctions L d’Artin et
les étend dans un ouvert contenant le demi-plan complexe {s € C|Re(s) > 1}
a l’aide du théoréme de Brauer. Finalement, les deux derniers chapitres dé-
montrent la non-annulation des fonctions L d’Artin sur le demi-plan com-
plexe {s € C|Re(s) > 1} puis son application & la démonstration du théo-
réme de densité de Chebotarev. Cette partie mixe les résultats et preuves
de Triantafillou [2| pour les fonctions L de Hecke, de Neukirch [3] pour les
fonctions L d’Artin et leur non-annulation et de Murty et Murty [4] pour la
non-annulation des fonctions L de Hecke suivit d’une démonstration person-
nelle du théoréme. Cette partie se base sur le cours Math-312 "Introduction
a la théorie algébrique des nombres" donné au semestre d’automne 2016.
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2 Représentations et caractéres de groupes finis

Pour commencer, nous allons introduire les notions de représentations et
de caractére d'un groupe fini, et démontrer quelques propriétés basiques a
I'aide d’outils classique de théorie des groupes et d’algébre linéaire.

Définition 2.1. Une représentation linéaire p d’un groupe fini G est un
homomorphisme de groupe de G vers les automorphismes d'un K-espace

vectoriel V :
p:G— GL(V)

V est alors appelé un espace de représentation de G ou plus simplement une
représentation de G.

Remarques.

1. Comme p est un homomorphisme, on a directement que p(1) =1 et
p(s™h) = p(s)~

2. Dans tout ce qui suit, nous prendrons K = C et V de dimension finie
sur C, mais plusieurs résultats sur les représentations restent valables
dans un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Si V est de
dimension n, on peut donc identifier GL(V) & GL,(C), le groupe des
matrices carrés n X n inversibles & coefficients complexes et on appelle
n le degré de la représentation.

3. Pour alléger la notation, on notera parfois ps a la place de p(s).
Ezemples.

1. La représentation triviale ou représentation unité est la représentation
donnée par p(s) =1 pour tout s € G.

2. La représentation réguliere est la représentation sur I’espace vectoriel
CIG] == {>_scq AsslAs € C} sur lequel G agit C-linéairement par
multiplication & gauche.

3. Toute représentation V' d’un groupe G est équivalente & un C[G]-
module, en étendant par linéarité l'action de G sur V.

Définition 2.2. Deux représentations p : G — GL(V) et p' : G — GL(V")
d’un groupe G sont isomorphes si il existe un isomorphisme d’espaces vec-
toriels 7 : V' — V' tel que pour tout s € G :

Top(s)=p(s)or

Définition 2.3. Soient p : G — GL(V') une représentation de G et W C V un
sous-espace vectoriel. Si W est stable par G, autrement dit pour tout x € W
et s € G, ps(x) € W, alors W est une sous-représentation de V.
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Théoreme 2.1. Soient p : G — GL(V') une représentation de G et W C 'V
une sous-représentation. Il existe alors un supplémentaire W' de W stable
par G tel que WP W' =V.

Démonstration. Par ’algébre linéaire, on sait que W posséde un supplémen-
taire W en tant qu’espace vectoriel et une projection 7 : V. — W correspon-
dant & ce supplémentaire. Posons

1 I
= *Zptﬂ'pt L
gteG

Comme W est stable par p;, 'image de 7 est contenue dans W. De plus, si
x € Wett € G,alors p; ' () appartient a W donc ptfrpt_l(:v) = ptpt_l(a;) =z
et m(z) = x, d’ott 7 est une projection de V' dans W. Cette projection définit
un supplémentaire W' (son noyau) de W. De plus, on a pour tout s € G

1 o1 R

P ==Y pspiip; ==Y paftpy ps = Tps.

9 teG g teG
Enfin, si 2 € W et s € G, alors w(z) = 0 et mps(x) = psm(x) = 0 donc
ps(x) € W' et W' est stable par G. O

Définition 2.4. Soit p : G — GL(V') une représentation de G. p est irréduc-
tible ou simple si V' # {0} et si aucun sous-espace vectoriel propre de V' n’est
stable par G, c’est-a-dire V ne posséde pas de sous-représentation a part V'
et 0 ou encore, par le théoréme 2.1, que V.= W @ W' implique que V. =W
ouV=w".

Théoreme 2.2. Toute représentation est somme directe d’un nombre fini de
représentations irréductibles.

Démonstration. Si V n'est pas irréductible, V.= W@ W’ avec V # W et
V # W/ donc dimW < dimV et dim W’ < dim V et le théoréme s’en déduit
par récurrence. [

Définition 2.5. Soient Vi et Vo deux espaces vectoriels. Le produit tensoriel
de Vi et V5 est I'unique espace (& isomorphismes prés) V) @ Vo muni d’une
application bilinéaire Vi x Vo — Vi ® Vi, (21,22) — x122 telle que, étant
donné une base (e;) de Vi et une base (f;) de V3, I'image (e;f;) des deux
bases est une base de V; ® V5.

Définition 2.6. Soient p' : G — GL(V1) et p* : G — GL(V3) deux représen-
tations de GG. Le produit tensoriel de p; et pa est la représentation

Pl @p?:G—= GL(VI® W), s pt®p?

Avec pl @ p? défini pour tout x; € Vi, 29 € Vi par (pt @ p?)(z1 ® x2) =
ps(1)p3 (22).
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Définition 2.7. Le caractére x d'une représentation p : G — GL(V) est la
trace de cette représentation. Plus précisément, soit s € GG, on définit

x(s) :==Tr(p(s))

C’est notamment la somme des valeurs propres (avec multiplicité) de p(s).
Un caractére irréductible est le caractére d’'une représentation irréductible.

FEzremple. Le caractére rg de la représentation réguliére p est donné par

_f g sis=1
ra(s) = { 0 sinon.

ou g est l'ordre de G.

En effet, dans la base donnée par les éléments de G, on a pour tout t € G
que pst = st, et st =t si et seulement si s = 1, donc la diagonale de ps est
nulle si s # 1.

Proposition 2.3. Soit x le caractére d’une représentation p de degré n. On a,
pour tout s,t € G :

1. x(1)=n

2. x(s71) = x(s)

3. x(tst™!) = x(s)
Démonstration.

1. se déduit immédiatement du fait que p(1) = 1.

2. vient du fait que p(s) est d’ordre fini divisant |G|. Donc ses valeurs

propres Aq, ..., A, sont aussi d’ordre fini et donc de module 1. On a
alors :
M) =2 AT =2 M=) h =)
3. découle de 'invariance de la trace par similitudes. O

Définition 2.8. Une application f sur G est centrale si elle invariante par
conjugaison, ¢’est-a-dire pour tout s,t € G

fltst™) = f(s)

Ou encore
f(ts) = f(st)

Les caractéres en sont un exemple.
Proposition 2.4. Soient p* : G — GL(V1) et p* : G — GL(V2) deux repré-
sentations de G, x1 et x2 leurs caractéres respectifs.
1. Le caractere de la somme directe Vi & Vo est x1 + xo.
2. Le caractére du produit tensoriel Vi @ Vo est x1x2.
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Démonstration. La premiére affirmation découle directement du fait que la
matrice de p! @ p? est donnée par

Mg 0
0 M2
ott M} et M2 sont les matrices de pl et p? respectivement.
De méme, pour la deuxiéme affirmation, les composantes de la matrice de

Pl ® pg est donnée par le produit des composantes des matrices de pi et pg,
d’ou le résultat. O

Lemme 2.5 (de Schur). Soient p' : G — GL(V}) et p* : G — GL(Vz) deux

représentations irréductibles de G, f : Vi — Vo une application linéaire telle

que p>o f = fopl. Alors :

1. Si p* nest pas isomorphe a p?, f = 0.

2. Si Vi = Vy et pt = p?, f est une homothétie (un multiple scalaire de
lidentité).

Démonstration. Si f = 0, le lemme est trivial. Si f # 0, le noyau W; de
f est une sous-représentation de V. Par irréductibilité de Vi, Wi = V4 ou
Wi = 0. Le premier cas implique f = 0, donc W; = 0 et f est injective. De
la méme facon, on a que 'image Ws de f est égal a Vs, d’ou f est surjective.
Par définition, f est alors un isomorphisme de V;j sur V5 ce qui démontre le
premier point.

Dans la situation de 2., si on prend une valeur propre A € C (il en existe une
car C est algébriquement clos donc f est triangularisable), f — Aid posséde
un noyau différent de zéro. Par ce qui précéde, on a bien ker(f — \id) =V}
et f = \id. O

Corollaire 2.5.1. Sous les hypothéses du lemme de Schur, soient h : Vi — V3
linéaire, g l'ordre de G. Posons :

Zp (thp'(t

tGG

Alors :

1. Si p' et p® ne sont pas isomorphes, h=0.

Tr(h)
dim(Vy) *

2. SiVy =Vy et pt = p?, h est une homothétie de rapport

Démonstration. h satisfait les hypothéses du lemme de Schur. En effet, h est
évidemment linéaire et :

pP(s™h) Zp “He(t ket (t Zp (ts)""hp'(ts) = h

tGG tGG
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Donc p?(s)h = hp'(s) et par le lemme 2.5, on conclut dans le premier cas.
Pour le deuxiéme, on sait que h est une homothétie, i.e. un scalaire A qu’il
nous faut calculer. Mais

dim(Vi)A = Tr(h) = = 32 Tr((e g (1) = 3 Tr(h) = Tr(h),
teG teG

d’ou le résultat. O

On va réécrire le corollaire 2.5.1 sous forme matricielle. Supposons que
pt et p? sont données par les matrices :

pH(t) = (rigju (1))

PA(t) = (1igjs (1))

Corollaire 2.5.2. Dans le premier cas, on a quels que soient i1,19, j1, Jo -

1
; Z Ti151 (t)ri2j2 (t)=0

teG
Dans le second cas, on a :

1 1
- Z Tij1 (t)rinQ (t) = 552'11’2 142
9 ea

Démonstration. Supposons h donné matriciellement par h = (,4,). En ap-
pliquant le corollaire 2.5.1, on trouve dans le premier cas b = 0 et dans le
second cas h = %T r(h). Si on regarde cela comme une forme linéaire sur les
Zj.i,, dans le premier cas, elle est toujours nulle, ses coefficients sont donc
nuls. De méme pour le deuxiéme cas, h = A donc les coefficients sont bien
%5i1i25j1j2' O

Définitions 2.9. Soient ¢, : G — C. On pose deux formes bilinéaires symé-
triques :

mw:;meww

teG

1 _
(6,9) =~ > o) (D)
9 teG
Ces applications sont clairement bilinéaires et symétriques. La deuxiéme est
un produit scalaire et selon la proposition 2.3, les deux sont égales pour les
caracteéres.
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Théoréme 2.6. Les caractéres irréductibles sont orthonormés pour le produit
scalaire défini ci-dessus. Cest-a-dire si x # X' sont des caractéres irréduc-
tibles, alors :

(xIx) =1
(xIx) =0

Démonstration. Soit p, p’ des représentations irréductibles non-isomorphes

de caractére y respectivement ', données sous forme matricielle par p(t) =
/

(rij(t)) et p'(t) = (r7;(t)). En appliquant le corollaire 2.5.2, on trouve :

(xb) = ;Z <Z Tii(t)) ZW = Z(Tz‘i,rjj) = Z% =1

teG 7 i, 4,J
Et de méme :
(xIX) =D (rii, ;) = 0
4,J

O]

Théoréme 2.7. Soient V. = @ W, une représentation de G décomposé en
somme directe de représentations irréductibles et ¢ son caractére. Le nombre
de W; isomorphes o une représentation irréductible W de caractére x vaut

(Blx)-

Démonstration. Par la proposition 2.4, si y; est le caractére de W;, alors

6= xi
(B1x) =D _(xilx)

D’aprés le théoréeme 2.6, (x;|x) = 1 si W; et W sont isomorphes et 0 sinon.
On en conclut le résultat. O

On en déduit :

Corollaire 2.7.1. Deuz représentations de méme caractére sont isomorphes.

Démonstration. Le théoréme précédent montre qu’elles contiennent toutes
les deux le méme nombre de fois chaque représentation irréductible. O

Corollaire 2.7.2. Une représentation irréductible de caractére x est contenu
dans la représentation réguliere un nombre de fois égal a son degré n.

Démonstration. L’exemple 2.7 nous donne que :

(o) = = S ra(xE™) = gx(171) = x(1) = n
e g
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Remarque. On peut ainsi ramener I’étude de représentations a celles de leurs
caractéres. De plus, on constate que toute représentation V' de caractére ¢
est isomorphe a la somme directe

vV=> mW,

Ou les W; sont les représentations irréductibles et, si x; sont leurs caractéres
respectifs, m; = (¢|x;). De plus :

(6lo) =>_m?

On en déduit immédiatement le théoréme suivant :

Théoréme 2.8. Soit ¢ le caractére d’une représentation V, (¢|¢) est un entier
positif et vaut 1 si et seulement V est irréductible.

Théoréme 2.9. Les caractéres irréductibles forment une base orthonormée de
l’espace vectoriel des fonctions centrales.

Démonstration. Le théoréme 2.6 montre déja que les caractéres irréductibles
forment un ensemble orthonormé. Il faut encore montrer qu’ils engendrent
I’'espace. Pour cela, montrons que seul 0 est orthogonal & tous les caractéres
irréductibles. Soit f orthogonale a tous les caractéres irréductibles et défi-
nissons py := Y, [(t)p(t) ot p est la représentation réguliére. ps est une
application linéaire de C[G] dans lui-méme. De plus :

p(s™pgo(s) = f(t)p =" F(t)p(sMts)

seG teG

Posons u = s~ 'ts. Comme f est centrale, on observe que :
p(s Nppp(s) = > fsus™ =) flu)p(u) = ps
ueG ueG

Et donc par le lemme de Schur, f est une homothétie. Son rapport est
%Tr(pf) ou g est la dimension de C[G], c’est a dire le cardinal de G. Or, la
trace de py est donnée par

=D FOTr(p() = Fx() = g(f1x)
teG teG

O x est le caractére de la représentation réguliére. Comme f est orthogonale
a tous les caractéres irréductibles, f est orthogonale & y par linéarité. Donc

pr =0 et alors
0=ps(1) = f()p(t)
teG

Mais les p(t) forment une base de C[G]. On en déduit que f(¢) = 0 pour tout
t € G, cest-a-dire f = 0. O
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Théoréme 2.10. Le nombre de représentations irréductibles (a isomorphismes
pres) est égal au nombre de classes de conjugaison de G.

Démonstration. Une fonction est centrale si et seulement si elle est constante
sur chaque classe de conjugaison. Elle est donc entiérement déterminée par
ses valeurs sur chaque classe de conjugaison de G qui peuvent étre choisies
indépendamment les unes des autres, ce qui implique que la dimension de
I’espace vectoriel des fonctions centrales est égal au nombre de classes de
conjugaison de G. Le théoréme précédent nous permet de conclure. O



3 REPRESENTATIONS INDUITES 10

3 Représentations induites

Dans ce chapitre, nous allons introduire le concept de représentation
induite, qui permet de créer une représentation d’un groupe a partir d’une
représentation d’un de ses sous-groupe, et démontrer quelques identités utiles
pour la suite.

Définition 3.1. Soient G un groupe, H C G un sous-groupe, p : G — GL(V)
une représentation, W C V une sous-représentation de pg, la restriction de
paH, 0: H— GL(W) cette représentation. Soit s € G. Comme W est
stable par H, I'espace vectoriel psW ne dépend que de la classe a gauche
sH de s. Pour une classe a gauche o € G/H, on peut donc définir I’espace
W := psW pour n'importe quel s € 0. La somme Y;cq, g Wo est stable par
G. C’est donc une sous-représentation de V. La représentation p est induite

par 0 si
V- @ w,
oceG/H

c’est-a-dire, V est égal & la somme des W, 0 € G/H, et cette somme est
directe. Si R est un systéme de représentants de G/H, alors la définition
est équivalente a V = @, g prW. On notera Ind% (W) := V ou parfois
simplement Ind(W) la représentation induite. Le théoréme suivant montre
que cette notation est bien définie.

Théoréme 3.1. Soit 0 : H — W une représentation de H. Il existe une unique
représentation linéaire p : G — V de G induite par 0 & isomorphisme preés.

Démonstration. Sans perte de généralité, 0 est irréductible, donc isomorphe &
une sous-représentation de la représentation réguliére de H selon le corollaire
2.7.2. De plus, il est immédiat que la représentation réguliére de G est induite
par celle de H. En restreignant & 6 cette induction, on trouve l'espace V :=
Y rer0rW qui est stable par G et est donc la représentation recherchée.
L’unicité découle directement de la définition.

O

Remarque. Comme toute représentation W de G est équivalente a un C[G]-
module, une facon plus naturelle de voir la représentation induite est d’étendre
les scalaires de C[H| & C[G] a I’aide du produit tensoriel :

Ind% (W) = C[G] @cim W

Une représentation V de G contenant W est alors induite par W si et seule-
ment si I'injection W — V se prolonge en un isomorphisme [ nd%(W) -V,
ce qui montre I'existence et 'unicité de facon naturelle.
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Définitions 3.2. Soient f une fonction centrale sur un sous-groupe H de G.
h la cardinalité de H. La fonction induite par f sur G est
1
G o -1
Ind(f)(s) = > f(t7'st)

teG, t—1steH

que Pon notera parfois Ind(f) pour alléger la notation.
Soit f' une fonction centrale sur G, on note

Resfi(f) = f'lu
la restriction de f’ & H, que 'on notera parfois aussi Res(f’).

Proposition 3.2. 1. Ind(f) est une fonction centrale sur G

2. Si x est le caractére d’une représentation W sur H, Ind(x) est le carac-
tere ¢ de la représentation induite.

Démonstration. Toute fonction centrale étant combinaison linéaire de carac-
téres, et étant donné que l'opérateur d’induction est linéaire, 1. se déduit
immeédiatement de 2.

Soient R un ensemble de représentants des classes de G/H et V = @, . prW
la représentation induite. Pour u € G et r € R, écrivons ur = ryt, avec ry, €
R et t € H. Alors p, permute les p,W et plus précisément p,p,W = p,, W.
Ainsi, dans la matrice de p,, lesr € R tels que r # r, donnent des coefficients
nuls dans la diagonale donc de trace nulle. On trouve donc :

W) =Y Tr(pulpw)

r=ry

Sir=r,, alors t = r tur et Tr(pulppw) = Tr(pr—1urlpow) = Tr(pt]pow) =
X(t). On en conclut que :

P(u) = Z x(r~tur) = Z x(r~tur) = % Z x (s tus)

=Ty reR, r—lurcH s€G, s—luseH

Théoréme 3.3 (Formule de réciprocité de Frobenius). Soient (-,-)p et (-,)q
les formes bilinéaires définies en 2.9 de respectivement H et G, ¢ une fonc-
tion centrale sur H et ¢ une fonction centrale sur G. Alors :

(¢, Res(¢))u = (Ind(y), )
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Démonstration. Comme ¢ est centrale, elle est invariante par conjugaison.
Par calcul direct, on obtient alors :

(dw) =3 (7 S v s | e

9 s€G teqG, t—1steH
1
Ly wetets
g s,teqG, t—lsteH
En posant u = t~!st, on trouve :
(Ind() Z gib(u = (1), Res($))
uGH

O

Proposition 3.4. Soient i une fonction centrale sur H et ¢ une fonction
centrale sur G. Alors :

Ind(y Res(¢)) = Ind(y)¢

Démonstration. Par calcul direct, on obtient :

Ind(WRes(@)(s) =7 3 (W st)otst)

teG, t—1steH

=+ D ftlst) | é(s) = (Ind()g) (s)

teG, t—1lsteH
]

Proposition 3.5. Soient K C H C G et W une représentation de K. Alors
Ind$ (Ind(W)) = IndZ(W).

Démonstration. Cela découle directement du fait que si R est un ensemble
de représentants de H/K et S est un ensemble de représentants de G/H,
alors SR est un ensemble de représentants de G/H, car alors :

Ind§ (Indff(W)) = P ps (@ Py ) = @ W =Indg(W).

ses reR seES, reR
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Proposition 3.6. Soient G, H C G un sous-groupe de G, K un sous-groupe

normal de G contenu dans H et W une représentation de H/K. Alors H

agit par projection sur W et G de la méme facon sur Indfléi(W) et

Ind§ (W) = Indg (W)

en tant que représentations de G.

>~

Démonstration. En effet, par le troisiéme théoréme d’isomorphisme, (G/K)/(H/K)
G/H. Ainsi un ensemble de représentants R de G/H donne un ensemble de
représentant {rK|r € R} de (G/K)/(H/K). Alors :

G
Ind§ (W) = @ oW =@ prxcW = Indy)ic (W)
reR reER
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4 Théoréme de Brauer

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoréme de Brauer, qui permet
d’exprimer un caractére d’un groupe a partir de caracteres de dimension un
sur des sous-groupes de ce groupe et qui sera capital dans la prolongation
analytique des fonctions L d’Artin.

Définition 4.1. Soient p un nombre premier, G un groupe fini, x € G. x est un
p-élément ou est p-unipotent si 'ordre de x est une puissance de p. z est un
p’-élément ou est p-régulier si 'ordre de x est premier a p. En décomposant
le groupe cyclique engendré par x en produit direct d’'un groupe cyclique
d’ordre une puissance de p et d’'un groupe d’ordre premier & p, on voit que
tout = € G se décompose en un produit x = x,x, ol x, est p-unipotent et
x, est p-régulier, appelés respectivement la p-composante et la p'-composante
de x.

Définition 4.2. Un p-groupe est un groupe d’ordre une puissance de p. Un
groupe p-élémentaire est le produit d’'un groupe cyclique d’ordre premier a
p par un p-groupe. Un groupe est élémentaire s’il est p-élémentaire pour au
moins un p.

Définition 4.3. Soient z € G un p’-élément, C le sous-groupe cyclique en-
gendré par x et P C Z(x) un p-sous-groupe de Sylow du centralisateur de
xz. H :=CP = C x P est un sous-groupe p-élémentaire de G associé a x.

Définition 4.4. R(G) est le sous-ensemble des fonctions centrales sur G com-
posé de combinaisons Z-linéaires de caractéres.

Théoréme 4.1. Soient G un groupe fini, V), le sous-groupe de R(G) engendré
par les caractéres induits des sous-groupes p-élémentaires de G. L’indice de
Vp dans R(G) est fini et premier a p.

Vp est I'image de I’homomorphisme

Ind: @ R(H)— R(G)
HeX(p)
ou X (p) est 'ensemble des sous-groupes p-éléementaires de G. Cest de plus

un idéal par la proposition 3.4, il suffit donc, pour montrer le théoréme, de
montrer quun certain entier premier a p appartient a V.

Théoréme 4.2. Soit g = p™l Uordre de G, avec ptl. Alorsl e V).

Soient (i, une racine primitive g-iéme de 'unité, A = Q[u,] le corps
cyclotomique engendré par cette racine. En prenant le produit tensoriel de
I'identité sur A avec Ind, on définit une application A-linéaire

idy@Ind: @ A®R(H)— A® R(G)
HeX(p)

satisfaisant les propriétés suivantes :
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Lemme 4.3. L’image de idg ® Ind est AQ V), et (A®V,) NR(G) =V,.
Ainsi, il suffit de montrer que | € Im(ida ® Ind), c’est a dire qu’il existe
ap € Aet fy € R(H) pour chaque H € X (p) telsquel = - ye v () apInd$ (fu).

Définition 4.5. Soit C' un groupe cyclique d’ordre ¢. On définit la fonction
Oc sur C par :
a six engendre A

bo(x) = { 0 sinon

Proposition 4.4. Soit G un groupe fini d’ordre g. Alors :

g= Z IndS(0¢)
CCG

La sommation étant sur l’ensemble des sous-groupes cycliques de G.

Démonstration. On a

IndS(z) = % Z Oc(yzy ') = Z 1

yeG, yry—1leC yeG, yry—! engendre C

1

Mais pour chaque y € G, yxy~ " engendre un unique groupe cyclique. Ainsi :

> Indg(6c)=> 1=y
cca yeG
O
Lemme 4.5. Toute fonction centrale f : G — Z & valeurs divisibles par g

peut étre écrite comme une combinaison A-linéaire de caractéres induits par
des caractéres de sous-groupes cycliques de G.

Démonstration. Puisque g divise toutes les valeurs de f, on peut écrire f =
gx ou x est une fonction centrale a valeurs entiéres. La proposition précédente
nous permet d’écrire :

f=gx=">Y_ Indg(6c)x = IndG(0cResg(x))
cca e

Il suffit de montrer que x¢o := HcResg(X) est combinaison A-linéaire de
caractéres de C pour conclure. Mais comme les valeurs de y¢ sont divisibles
par Uordre de ¢, (x¢, 1) € A pour tout caractére ¢ de C, d’oti le résultat. [

Lemme 4.6. Soient x € A ® R(G) a valeurs dans Z, x € G et z, la p'-
composante de x. Alors :

x(x) = x(xr)  (mod p)
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Démonstration. Par le lemme précédent, on peut supposer que G est cy-
clique et engendré par z. Alors x = Y a;x; avec a; € A et x; les caractéres
irréductibles de G, c’est-a-dire ceux de degré 1 puisque G est abélien. z,
étant une puissance de z, il existe une puissance q de p tel que 29 = x, d’ou
Xi(z)? = xi(x,)?. Ainsi :

x(@)! = (Z aix(x))! = Za;?xz—(ﬂ:)q = Zaixz'(l‘r)q = x(x;)? (mod pA)

Comme pA NZ = pZ et que x est & valeurs entiéres, on en déduit que
X(2)? = x(x,)? (mod p). Comme ¢ est une puissance de p, on peut conclure
par le petit théoréme de Fermat. O

Lemme 4.7. Soient x un p'-élément de G, H un sous-groupe p-élémentaire
de G associé a x. Alors il existe v € A ® R(H) a valeurs dans Z tel que
V' = Ind$G vérifie :

1. ¢'(z) #0 (mod p)

2. Y'(s) =0 pour tout p'-élément s € G non-conjugué a x.

Démonstration. Par définition H = C' x P ou C est le groupe cyclique en-
gendré par z et P C Z(x) est un p-sous-groupe de Sylow. Soient ¢ l'ordre
de C, p® Vordre de P, ¢¥c(x) : C — 7Z définie par yo(z) = c et Yo(y) =0
sinon. Par le lemme 4.6, o € A® R(C'). On peut étendre o & H en posant
Y(xy) = Yo(x) pour tout z € C, y € P. 1 est alors la fonction recherchée.
En effet, si s € G est un p/-élément et y € G, alors ysy~! est un p’-élément.
S’il appartient a H, il appartient donc & C. Ainsi, ¢'(s) = 0 si s n’est pas
conjugué a z, ce qui montre le deuxiéme point. Calculons ¢/ (x) :

EEEIDY bia) = 2@

pa

yry~l=x

Et alors ¢/(z) # 0 (mod p), puisque P est un p-sous-groupe de Sylow de
Z(x). O

Lemme 4.8. Il existe p € A® V), & valeurs dans Z tel que ¢(z) # 0 (mod p)
pour tout x dans G.

Démonstration. Soient (x;);c; un ensemble de représentants des classes p-
réguliéres formé de p’-éléments et (1););er ensemble des fonctions construites
au lemme précédent par rapport & chaque ;. ¢ := ), 1; convient. En effet,
1 appartient clairement & A ® V), et pour tout = € G, sa p'-composante est
conjuguée a un unique x;. ]

Preuve du théoréme 4.2. Soit 1 comme au lemme précédent. Comme p ne
divise pas les valeurs de 1, le petit théoréme de Fermat nous permet de dire
que ?®") =1 on ¢ est lindicatrice d’Euler et ordre de G est g = p"l.
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Ainsi, en posant r := ¢(p") = p" ' (p— 1), la fonction I(x)" — 1) est & valeurs
divisibles par g. Le lemme 4.5 nous dit alors que cette fonction est dans
A®V,. De plus, comme A® V,, est un idéal, l¢)" € A® V). Par soustraction,
on a bien que [ € V,. O

Théoréme 4.9. Toutl caractére de G est combinaison linéaire o coefficients
entiers de caractéres induits par des caractéres de sous-groupes élémentaires.

Démonstration. 11 suffit de montrer que la somme V = Zp‘g V) est égale a
R(G). Or, l'indice de V dans G divise celui de V,, pour chaque p. Il est donc
premier & tous les nombres premier divisant g. La seule possibilité est que
G:V, =1 O

Définition 4.6. Un groupe G est nilpotent s’il existe une suite d’extensions
{1}=GoCGC..CG,=G

telle que G;_1 est normal dans G et G;/G;_1 est contenu dans le centre de

G/G;—1 pour tout i = 1,...,n.

Proposition 4.10. Tout p-groupe G est nilpotent

Démonstration. Considérons ’action de G sur lui-méme par conjugaison. Le
centre Z(G) de G est 'ensemble des éléments fixés par Paction. G\Z(G)
est réunion disjointes d’orbites non-triviales, c’est-a-dire d’orbite de cardinal
une puissance non-nulle de p. On en déduit que :

|Z(G)|=|G] =0 (mod p).

D'ow, si G # {1}, alors Z(G) # {1}. Et alors, G/Z(G) est aussi un p-groupe
de cardinal plus petit. Par récurrence, il est nilpotent et donc il existe une
suite

Z(G)]Z(G) CG1/Z(G) C ... CG/Z(Q)

telle que (G;/Z(Q))/(Gi-1/Z(G)) = G;/G;—1 contenu dans le centre de
(G/Z(G))/(Gi—1/Z(G)) = G/G;—1. Donc la suite

{1} CZ(G)CGiC..CG, =G
convient. 0

Lemme 4.11. Soit G un groupe nilpotent non-commutatif. Il existe un sous-
groupe commutatif normal dans G non-contenu dans son centre.

Démonstration. Si on quotiente chaque groupe G; de la suite d’extensions
par Z(G)NG;, on voit immédiatement que G/Z(G) est aussi nilpotent. Soit
H le premier sous-groupe non-trivial de la suite. Alors H est inclus dans le
centre de G/Z(G) et est donc commutatif. Comme il est fini, on peut I’écrire
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comme un produit de sous-groupes cycliques. Ainsi, H est cyclique sans perte
de généralité, en étendant la suite d’extension entre {1} et H. Alors la pré-
image A de H est le sous-groupe recherché. En effet, A n’est pas inclus dans
Z(Q) par définition. De plus, si zZ(G) génére H, alors pour tout y € A, y =
2"z avecr € Net z € Z(G). On en conclut que si y; = 2"z et yo = 2229,
alors comme z1 et 2o sont dans le centre de G, y1y2 = 2" 722129 = yoy;.
Donc A est commutatif. O

Proposition 4.12. Toute représentation irréductible p : G — V d’un groupe
nilpotent G est monomiale, c’est-a-dire induite par une représentation de
degré un d’un sous-groupe de G.

Démonstration. Par récurrence sur Uordre de G. Si G est commutatif, il n’y
a rien a démontrer. Sinon, si p n’est pas injective, posons K = ker p. Alors
p: G/K — V est injectif et par hypothése de récurrence, il existe un sous-
groupe H/K de G/K et une représentation W de degré un de H/K tels
que V = Indg/g(W). La proposition 3.6 nous permet de conclure. Si p est
injective, par le lemme précédent, il existe un sous-groupe commutatif A
normal dans G non-contenu dans le centre de G. Alors p(A) n’est pas inclue
dans le centre de p(G) comme p est injective, donc il existe a € A tel que
p(a) n’est pas une homothétie.

Ecrivons V = >; Vi la décomposition de la représentation p restreinte a A
en représentations irréductibles. Comme A est commutatif, p(a) restreint a
V; est une homothétie pour tout i. Mais p(a) n’est pas une homothétie, il
existe donc i et j tel que le rapport d’homothétie de p(a) sur V; et V; n’est
pas le méme, c’est-a-dire V; et V; ne sont pas isomorphes. Soient V;; une des
représentations et W la somme des V; isomorphes a V;,. Soit H le sous-groupe
de G des s € G tels que p(s)W = W. Alors Ind% (W) = V. En effet, comme
p est irréductible, G permute les V; transitivement. De plus, si gWW = hWW,
alors gh™'W = W donc gh™! € H par définition. Comme |H| < |G|, on
conclut & 'aide de '’hypothése de récurrence et de la proposition 3.5. O

Théoréme 4.13 (de Brauer). Tout caractére de G est une Z-combinaison
linéaire de caractéres monomiaux.

Démonstration. Cela résulte directement de ce qui précede et du théoréme
4.9, en utilisant le fait que tout caractére irréductible d’'un groupe élémentaire
est monomial, car ce groupe est nilpotent. ]
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5 Fonction zéta de Dedekind et fonction . de Hecke

Nous sommes & présent préts pour introduire les fonctions L, en com-
mengant par celles de Hecke, associées au caractére d’un quotient de groupes
d’idéaux. Nous définirons la fonction zéta de Dedekind aussi, qui nous sera
utile plus tard.

Soient K une extension de degré fini de Q, Ok son anneau des entiers et N
la norme sur les idéaux entiers de O.

Définition 5.1. La fonction zéta de Dedekind pour le corps K est

1
Ck(s) == Z W’

a

ol la somme est sur 'ensemble des idéaux entiers de Og. Il est possible de
I’écrire sous la forme d’un produit infini

ot =TT (1 )

p

ou la somme est sur ’ensemble des idéaux premier de O.

Définition 5.2. Soient m un idéal de Ok. J(m) est ’ensemble des idéaux frac-
tionnaires de Ok premiers & m, c’est-a-dire si a € J(m), alors a + m = Ok.
P(m) est le sous-ensemble des idéaux principaux O tels que si x = § avec
a,b € Ok, alors a = b (mod m) et a et b sont premiers & m, et tels que z
est totalement positif, c¢’est-a-dire que tous les plongements réels de x sont
positifs. On note G(m) := J(m)/P(m) qui est un corps fini.

Soit x : G(m) — C un caractére de dimension un de G(m) étendu a l’en-
semble J des idéaux entiers de Ok en posant x(a) = 0 si a ¢ J(m). La
fonction L de Hecke associée & m et y est

x(a)

L(m,y,s):= ,
ou a parcourt les idéaux de Q. Dans la suite, on considérera toujours le
méme idéal m, on l'omettra donc dans la notation en posant L(x,s) :=

L(m,x,s). x étant totalement multiplicatif, il est possible d’écrire L(y,s)
sous la forme d’un produit infini sur les idéaux premiers de Ok :

(- x67)

p

Proposition 5.1. Soient (a,) € C une suite de nombres complexes de somme
partielle A,. Sl existe 0 > o9 < 1 et p € C tels que A, = pn + O(n°),
alors la fonction f(s) := 3 7", 92 converge pour Re(s) > o avec un péle en
s=1 de résidu p si p # 0.
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oo by

Démonstration. En posant b, = a, —p et g(s) =) 2 2=, on a que f(s) =
g(s)+ pl(s) donc sans perte de généralité, on peut supposer que p = 0. Dans
ce cas, la fonction converge. En utilisant la formule de sommation d’Abel et
en posant s = o + it, on trouve :

bn En<t”
E: / d<<+||/ or1d

n<x n<z

1 |s| 1
< 20—00 + x0+2—00 B o+ 20-0

O]

Proposition 5.2. Il existe une constante dépendant uniquement de m telle que
pour chaque classe C € G(m), le nombre d’idéaux de Ok dans C de norme
plus petite ou égale a n vaut pn + O(nlfnl;l), ot ny = [K : Q.

La démonstration de cette proposition ne sera pas faite ici. Elle consiste
principalement au calcul du volume fondamental d’un réseau.

Proposition 5.3. La fonction L de Hecke s’étend de fagon méromorphe sur
Re(s) > 1—mn; " avec un unique pole en s =1 de résidu |G(m)|p si x = 1.

Démonstration. En séparant la somme des coefficients selon les différentes
classes de G(m), les relations d’orthogonalité des caractéres ainsi que la pro-
position précédente nous donnent que :

—1 B
S o= { [Smlm o) e
1—-n, .
a€J(m), N(a)<n O(n" " ) sinon
La proposition 5.1 permet alors de conclure. ]

Remarque. On en déduit que (i est égal & la fonction L de Hecke pour le
caractére trivial 1 & un nombre fini de facteurs prés

Cels) = Lm,1,9) ] (1 - N(lp)s) |

plm

ce qui permet de conclure que (i est holomorphe pour tout Re(s) > 1—nj K
excepté pour un pole d’ordre 1 en s = 1.
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6 Fonction L d’Artin

Ce chapitre introduit les fonctions L d’Artin puis les relient aux fonctions
L de Hecke grace au théoréme de Brauer afin de les prolonger au-dela du
demi-plan complexe Re(s) > 1.
Commengons par poser quelques notations valables pour les prochains cha-
pitres. On fixe L/K une extension de degré fini de corps de nombres et
galoisienne, c’est-a-dire normale et séparée, G = G(L/K) := Homg(L,C)
son groupe de Galois et Op et O les anneaux des entiers de respective-
ment L et K munis de leur norme N sur leurs idéaux respectifs. On rappelle
plusieurs notions de théorie algébrique des nombres et de théorie de Galois.

Définition 6.1. Soient p un idéal premier de K et B|p un idéal premier de
L au-dessus de p, le groupe de décomposition Gy de *B est son stabilisateur
pour l'action de G, c’est-a-dire

Gy = {0 € Glo(P) =P}
Soit 0 € Gy. Comme 0(Or) = Of, et o(p) = p, o induit un isomorphisme
o kr_p — k‘gp

sur le corps résiduel ky := Or /P fixant &k, := Ok /p. kg est une extension
galoisienne de kp. On obtient un homomorphisme surjective

Dm — Gal(/{?vp//{?p),
o—0
Le groupe d’inertie Iy de P est alors le noyau de cette application, c’est-a-

dire :
Ip :={0 € Gp|Vz2 € Op 0(2) =2z (mod ‘P)}

En particulier, si p est non-ramifié, alors Iy est trivial et 'homomorphisme
est un isomorphisme. Soit ¢ ’automorphisme de Frobenius générant le groupe
Gal(ky/kp), donné par ¢(z) := 2% out ¢ := N(p). Le Frobenius oy € Gyp/Iy
en P est la pré-image de 'automorphisme de Frobenius par I’isomorphisme
(ou I’ensemble des pré-images si p est ramifi¢). Les Frobenius au-dessus de p
sont tous conjugués. En particulier, si p est non-ramifié, ’ensemble des Fro-
benius est une classe de conjugaison de G. Le Frobenius ou symbole d’Artin

. . L/K
en p est cette classe de conjugaison, notée souvent (/T) ou encore :

©p = {pp : Blp}
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Définition 6.2. Soient p: G — GL(V') une représentation de G de caractére
X, p un idéal de K et 3 un idéal de L au-dessus de p. Le Frobenius g agit
sur l'espace vectoriel V% des vecteurs fixés par le groupe d’inertie B. La
série L d’Artin pour le caractére y est le produit infini

L(L/K, X, s) Hd t < )) me>_1

des polynomes caractéristiques des Frobenius en B qu’on abrégera L(x, s)
lorsque ’extension considérée est claire et qu’il n’y a pas de confusion possible
avec les fonctions L de Hecke. La série L d’Artin est bien définie car les
Frobenius au-dessus de p sont tous conjugués et donc possédent le méme
polynoéme caractéristique et le caractére y de la représentation la définit a
isomorphisme prés. Par la suite, on omettra le p dans p(pgq) pour alléger la
notation.

Proposition 6.1. Pour tout § > 0, la série L d’Artin L(x, s) converge absolu-
ment et uniformément sur le demi-plan compleze Re(s) > 140, en particulier
L(x, s) y est holomorphe.

Démonstration. Dans C, il est possible de factoriser le polynéme caractéris-
tique du Frobenius

det ( fowv&) =11 (1 - N?p))

2

avec a; des racines de 'unité. La série de Taylor du logarithme en 1 est :

=z
—log(1—xz) = —
n

En prenant formellement le logarithme du produit, on obtient

o) = 3 5

i n=1

Comme |o;| = 1, que le nombre de racines est borné par dim(V), que
IN(p)*| = N(p)? > p'*% pour tout s = o + it tel que ¢ > 1+ § et que
le nombre d’idéaux p|p au-dessus de p est borné par ng = [K : Q], on
trouve :

dim(V )
llog(L(x, s))| < ZZ 1+5 —dlm(V)nKlog((1+5).

p n=1

Ainsi le produit converge absolument et uniformément. O
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Proposition 6.2.

1. Pour le caractére de la représentation unité x =1, on a :
L(L/K,1,s) = Ck(s)
2. Six1 et x2 sont deux caractéres de G(L/K), alors :
L(x1 + x2,8) = L(x1, s)L(x2, s)

3. Soient une plus grande extension galoisienne L' D L D K, x un caractére
de L/K et X' le caractére obtenu via la représentation de G(L'/K) par
projection de G(L'/K) sur G(L/K). Alors :

L(L'/K.X',s) = L(L/K, X, s)

Démonstration.

1. Dans ce cas, on a simplement p(Iy) = {1} donc VI = C et det(1 —

N(lst;C) =1-N(p)—.

2. Sip:G— Vietpy: G— Vo sont deux représentations de G(L/K) de
caractéres respectifs x1 et xo, alors la somme directe p1@®po : G — V1BV,
est une représentation de caractére y; + X2 selon la proposition 2.4 et le
polynéme caractéristique de @y est alors le produit des deux polynomes
caractéristiques, d’ou le résultat :

s

N (V1 © 1)) = det(1 - V) det(1 - V)

det(l - Ny Npy

3. Soit p : Gal(L/K) — V une représentation de caractére x. La re-
présentation p’ de Gal(L'/K) est la composition de p avec la projec-
tion Gal(L'/K) — Gal(L/K) = Gal(L'/K)/Gal(L'/L). Soient P'|B|p
des idéaux de L'/L/K chacun l'un au-dessus de lautre. La projection
Gal(L'/K) — Gal(L/K) induit des projections Gy — G et Iy — Ip
pour les groupes d’inertie et de ramification, ce qui induit une projection
Gy /Iy — Gyp/Ip. On peut aussi voir cette projection comme celle du
groupe résiduel, les extensions kg /kyp/kp étant galoisiennes.

Ainsi, par définition de o/, p/(Ip) = p(Ip) et donc VI = V¥ et
P () = p(pg). Le polyndme caractéristique est ainsi le méme.
]

Théoréme 6.3. Soient L O M D K une extension intermédiaire et x un

caractére de G(L/M). Alors :

L(L/M,x,s)=L(L/K, Ind(x), s)
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Démonstration. Commencons par poser quelques notations.

Soient G = G(L/K), H = G(L/M) C G les groupes de Galois des extensions
considérées. Soient p un idéal premier de K, qy, ..., q, tous les idéaux premiers
au-dessus de p, B; un idéal au-dessus de q; pour chaque ¢ = 1,...,r. Soient
encore G; et I; les groupes de décomposition et d’inertie de 3; par rapport
ap. Alors H; := G; N H et I/ :== I, N H sont les groupes de décomposition
et d’'inertie de *; par rapport & q;. Soit f; le degré de q; par rapport a p.
Comme les degrés de 3; par rapport a q; et p sont respectivement [G; : I;]
et [H; : I]], les théorémes d’isomorphisme nous donnent :

fii= (H; 1]~ [Hil; - L] (G + Hil]

Et donc N(q;) = N(p)’. Comme I’action de G est transitive sur les idéaux
premiers au-dessus de p, pour chaque ¢, il existe ; € G tel que 7F; = P.
Et alors G; = TiflGln et I; = 7';1[173. Soient ¢y, € G1/I; le Frobenius
associé¢ a P1 par rapport a p et ¢ € G1 un redressement de ¢g,. Alors
Q; = 7';1@7'1- € G; est envoyé sur le Frobenius g, € G;/I; de B; par
rapport a p et go{i € H; est projeté sur le Frobenius de B; par rapport a g;.
Soient p : H — GL(W) une représentation de H de caractére x et V =
Ind% (W) la représentation induite sur G. Pour démontrer le théoréme, il
suffit de montrer que le produit des facteurs de L(L/M,x, s) pour g, ..., qr
donne le facteur de L(L/K, Ind(x), s) pour p ou encore que

det(1 — pt; V) = Hdet(l - golfitfi; wh)
i=1

avec le t venant de la valeur différente de la norme pour p et g;. On se
réduit au cas r = 1 et Gy = G. La conjugaison de ¢; par 7; nous donne
une application Tigpﬂ;l =  agissant sur les éléments ;v de ;W tels que
vi(w) = w d’on TiwiTi_l(nw) = 7w. 11 s’agit donc des éléments fixés par
7i(L; N H)T;l =0InN TiHTfl. La conjugaison ne changeant pas le polynome
caractéristique, on a

det(l — QOZthfZ, WIZ) = det(l — (,sztf'”, (TW)hﬂTZ'HT;l)

et fi =[G1:(G1N TiHTi_l)Il]. Prenons pour chaque i un systéme de repré-
sentants & gauche {o;;} de G1/G1 ﬁnHTi_l. Alors {0;;7;} est un systéme de
représentants a gauche de G/H. En effet, si 0 € G, alors il existe i tel que
o'B; = *P1. Donc 07'[1‘31 =P et 07';1 € G;. Il existe ainsi h € H tel que
07'2-_1 = O'ijTZ‘hTi_l et ainsi o = 0;;7;h. Comme V est induit par W, on a par

définition que :
V= @ O'ijTiW
i3
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Posons V; := @j oi;7;W. Cela définit une décomposition de V.= €5, V; en
représentations de G et donc :

det(1 — @t; V1) = Hdet(l — pt; Vih)

i=1
Il suffit alors de démontrer :
det(1 — ot; V') = det(1 — fit; (rW) hOm AT

On peut ainsi se réduire a la représentation de G;. Simplifions la notation
en remplagant G par G, I par I, Gy ﬂTiHTZ-_l par H, f; par f =[G : HI|,
V; par V et enfin ;W par W. Notons que V = Ind% (W) reste valable.

On peut méme supposer I = {1}. En effet, posons G = G/I et H= H/(IN
H), alors V! = Ind%(WmH) selon la proposition 3.6.

Dans cette situation, I = {1} nous permet de conclure que ¢ génére G et
f =[G : H], ce qui implique que

Matriciellement, si A est la matrice de ¢/ par rapport a une base wy, ..., wq
de W, et E est la matrice unité d x d, alors la matrice de ¢ par rapport a la
base {¢'w;} de V est

0o 0 --- 0 A
E 0 --- 0 O
0 F 0 O
0 0 E 0
On en conclut que
E o - 0 —tA
-t E - 0 0
det(1—¢;V)=det| 0 —tE -~ 0 0 | det(1—/t!;w)
0 o -+ —tF FE

tel que désiré. La derniére égalité étant obtenue en ajoutant la premiére
ligne multipliée par ¢ & la seconde, puis la deuxiéme ligne multipliée par ¢ &
la troisiéme et ainsi de suite. O

Corollaire 6.3.1.

Co(s) = Cr(s) [ L(L/K, x, s)xD)
x#1
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Démonstration. En effet, le caractére induit par le caractére unité est le
caractére régulier :

Ind(1) = 3" x(1)x = ra

La proposition ci-dessus ainsi que le premier point de la proposition 6.2
permet alors de directement conclure, en isolant le caractére trivial. ]

Théoréme 6.4. Soient L/K wune extension abélienne, c’est-a-dire de groupe
de Galois G(L/K) abélien, p : G(L/K) — C une représentation irréductible
de degré 1 injective, et x = p son caractére. Alors il existe un idéal m € [
et un caractére x : G(m) — C tels que les fonctions L d’Artin et de Hecke
coincident :

L(L/K, x,s) = L(m, X, s)

Ce théoréme est une reformulation de la loi de réciprocité d’Artin dans le
cas des fonctions L. Il découle de la théorie des corps de classes et ne sera
pas démontré ici.

Théoréme 6.5. La fonction L d’Artin admet un prolongement méromorphe
a {s € C|Re(s) > 1 —n;'}.

Démonstration. La démonstration passe par trois cas :

1. Si G(L/K) est abélien et x est injectif, le théoréme précédent permet de
conclure.

2. Si x : G(L/K) — C est une représentation irréductible de degré 1,
alors par le premier théoréme d’isomorphisme, x se factorise en une re-
présentation x : G(L/K)/ker x — C injective En posant M la sous-
extension L D M D K telle que ker y fixe M, le théoréme fondamental
de la théorie de Galois nous permet de conclure que ker x = G(L/M) et
G(L/K)/kerx = G(M/K). Le point 3 de la proposition 6.2 nous permet
de conclure que L(L/K, x,s) = L(M/K, X, s). De plus, comme x est une
fonction centrale, on a que pour tout g, h € G, x(ghg *h™1) = 1, c’est-
a-dire x(gh) = x(hg) et donc G/ ker x est abélien. Le point précédent
permet de conclure.

3. Dans le cas général, le théoréeme de Brauer (4.13) nous dit que x =
22:1 aiIndbei avec a; € Z et x; : H; — C des caractéres de degrés
1 sur des sous-groupes H; de G. Le point 2 de la proposition 6.2 et le
théoréme 6.3 permettent de déduire que :

L(L/Kv X S) = HL(K/MH Xis S)ai
i=1

Le point précédent permet alors de conclure.
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7 Non-annulation des fonctions L

Avant de démontrer le théoréme de densité de Chebotarev, il nous faut,
comme souvent avec les fonctions L, démontrer que les fonctions L d’Artin
ne s’annulent pas sur la droite Re(s) = 1. Pour cela, nous commengons par
étudier les fonctions L de Hecke, et avant tout, par démontrer une identité
trigonométrique utile au théoréme suivant.

Lemme 7.1. Soient 0 € R et k € N*. Alors :

2
2k

k
2k +1+2) (2k+1—j)cos(j0) = [ 1+2) cos(jo)
j=1 j=1

Démonstration. Procédons par récurrence. Si k = 1, l'identité trigonomé-
trique cos(2a) = 2 cos?(a) — 1 nous donne :

3+ 4cos(f) + 2cos(20) = 3+ 4cos(f) + 4cos*(f) — 2 = (1 + 2cos(h))?

Si k > 1, supposons la formule vraie pour £k — 1. On a :

2 2

k k—1 k—1
1+ 22008(]’0) =1+ 22(:08(]’0) +4(1+22cos(j0))cos(k0)+4 cos*(k0)
j=1 j=1 j=1
2%k—2 k—1
=[2k—1+2 Z (2k — 1 — j) cos(j0) | +4 cos(k#)+8 Zcos(]ﬂ) cos(k6)+2 cos(2k0)+2
j=1 j=1

L’identité trigonométrique 2 cos(a) cos(5) = cos( — a) + cos(5 + ) nous
donne :

k—1 k—1
4 cos(k0)+8 Z cos(j0) cos(kf) = 4cos(kO)+4 » (cos((k — 7)8) + cos((k + 5)0))
=1 =1
2%k—2
=4 Z cos(70) 4+ 4 cos((2k — 1))
j=1
D’ou :
k 2 2k—2
1+2 Z cos(jh) | =2k+1+42 Z (2k+1—j) cos(j#)+4 cos((2k—1)0)+2 cos(2k0)
j=1 j=1
2k
=2k+ 142 (2k+1— j)cos(jo)
j=1
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Théoréme 7.2. Soit f : C — C une fonction telle que :
1. f est holomorphe et non-nulle dans Re(s) > 1.

2. Sur la droite Re(s) = 1, f est holomorphe sauf en un unique pdle en
s=1 d’ordre e > 0.

3. log(f(s)) peut étre écrit comme une série de Dirichlet Y 7 2—’; avec by, >
0 pour Re(s) > 1. Alors l'ordre des zéros de f sur la droite Re(s) =1 est
borné par e/2.

Démonstration. Par 'absurde, supposons que f a un zéro d’ordre k > e/2

en 1+t avec t € R. Alors e < 2k — 1. Posons :

2k
9(s) = ()2 H T Flstigt 2 FH100 = f(s)%0 flsbit) ™ f(s+2it) %2 f (s 2kit)?
j=1

Posons 0 = Re(s). Alors g est holomorphe pour o > 1 et s’annule en s=1,
car :
4k* — (2k +1)e > 4k* — 2k +1)(2k — 1) =1

Mais si 0 > 1,

2k
log(g(s)) = (2k + 1) log(f(s)) + >_ 2(2k +1 = j) log(f(s + ijt))
j=1
) 2k .
b, 2k+1—7
n=1 j=1
Posons 60 := tlog(n). Alors :
x4 2k+1
Re(log(g(0))) =loglg(o)| = Z n—z 2k+1+2 Z (2k + 1 — j) cos(j6)
n=1 j=1

Grace au lemme 7.1, on trouve que log|g(c)] > 0 pour o > 1 et donc
lg()| > 1 ce qui contredit le fait que g a un zéro en s = 1. O

Théoréme 7.3. Les fonctions L de Hecke L(x,s) correspondant o des fonc-
tions L d’Artin (via le théoréme 6.4) ne s’annulent pas sur la droite Re(s) =
1.

Démonstration. Soit

R JR— —1
_ 1 ~x(p) ~ x(p) ~ x(p)x(p)
_1;[ [(1 N(n)S) <1 N(p)5> (1 N(n)S) (1 N(p)® )]
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En utilisant la série de Taylor de log(1 — z), on trouve :

e 1 x(p)
sl = Zp:; N@F T NEE T NpR T NE)e

_ Zi 14 x(p)*
- k
— = N
Le théoréme 7.2 permet alors de conclure que f(s) # 0 sur Re(s) = 1, ce qui
permet de conclure que L(x, s) # 0 si s # 1 car f y est holomorphe.
Pour s=1, le corollaire 6.3.1 nous dit que :

Co(s) = Cr(s) [ L(L/K, x, s)xD)
x#1

Si L/K est abélienne, alors les représentations irréductibles de Gal(L/K)
sont celles de degré un. La preuve du théoréme 6.5 nous dit que ces fonctions
L d’Artin coincident avec des fonctions L de Hecke. Comme les fonctions L
de Hecke n’ont pas de péle et que (;, et (x ont un poéle du méme ordre, on
en déduit que les fonctions L de Hecke ne peuvent s’annuler en s = 1. ]

Théoréme T.4. La fonction L d’Artin pour un caractére irréductible x ne
s’annule pas sur la droite Re(s) = 1. De plus, si x n’est pas trivial, la fonction
L d’Artin y est holomorphe.

Démonstration. Si x = 1, L(L/K,1,s) = (x(s) qui est une fonction L de
Hecke a un nombre fini de facteurs non-nuls prés.

Si x # 1, le théoreme de Brauer nous dit que x = > ;_; ai]ndgixz'. En
prenant le produit scalaire avec 1, la formule de réciprocité de Frobenius
(3.3) nous dit :

r

0=(x,1) = ai(Indf xi,1) = Y ai(xi, 1|n)
=1 =1

Ainsi, dans le produit

L(L/K,x.s) = | [ LUK/Mixi, )™,
=1

I’ensemble des poles créés par la représentation unité des sous-groupes de G
s’annule. En effet, chaque représentation x; crée un pole d’ordre (x;, 1) et
il n’y a pas de zéro pour créer ou annuler des poles. La fonction L(L/K, x, s)
est donc holomorphe et non-nulle sur la droite Re(s) = 1. O



8 THEOREME DE DENSITE DE CHEBOTAREV 30

8 Théoréme de densité de Chebotarev

Dans ce chapitre, nous allons démontrer le théoréme de densité de Che-
botarev. Pour cela, nous allons utiliser la base de ’espace des fonctions cen-
trales sur G(L/K) donnée par les caractéres, afin d’exprimer le probléme
en termes de fonctions L d’Artin dont on montrera d’abord que les termes
correspondants aux caractéres non-triviaux sont négligeables.

Définition 8.1. La fonction de Van Mangoldt A : N — C est définie par :

A(n) = log(p) si n=p* ot p est un nombre premier
10 sinon.

Théoréme 8.1 (Newman). Soit (a,) C C une suite de nombres complezes tels
que |an| = O(A(n)) sin — oo. Alors la série
o0

a
fla)=3 0

n=1

converge sur Re(s) > 1. Si par ailleurs f(s) admet un prolongement holo-
morphe sur un ouvert contenant le demi-plan Re(s) > 1 avec éventuellement
un péle d’ordre 1 en s = 1, alors il existe deux constantes R et L, avec R

nulle si f est holomorphe en s = 1, telles que :

Z % = Rlog(xz) + L+ o(1)

n=1

Ce théoréme ne sera pas démontré ici.

Lemme 8.2. Soit x # 1 un caractére irréductible du groupe de Galois G =
G(L/K). Alors

> xlew) = Riogla) +0 (55,

N(p)<z log(x)

ot P est un idéal au-dessus d’un idéal non-ramifié p et R est la constante
du théoréeme précédent, qui est nulle si x n’est pas trivial.

Démonstration. Soit L(x,s) la fonction L d’Artin associée a x. Comme
L(x, s) ne s’annule pas dans un ouvert contenant Re(s) > 1, on peut écrire

log(L(x,s) =~ > log <det <1 - ’]Cv(z;“‘;)» +0(1)

p non-ramifiés

== 3 Yo (1 - A‘;‘g;g) +0(1),

p non-ramifiés <
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ot le O(1) est dt aux idéaux ramifiés qui sont en nombre fini, et les asg;
sont les racines du polynome caractéristique de ¢g, c’est-a-dire ses valeurs
propres. En particulier, >, asp; = x(¢p) et méme ), agi = X(gog’%). Par la
suite, toutes les sommes sur des idéaux premiers le seront sur les idéaux non-
ramifiés, on ne le notera donc plus et on omettra aussi le O(1). La dérivée
du négatif du logarithme de la fonction L d’Artin (ou dérivée logarithmique)

est alors :
ZZ OC‘BZIOg )N(p)is
1- 04‘13 7 (p)is

Comme |asp ;| = 1, on peut développer les termes en série géométrique :

ap i N(P) ™ o= oy
1 —oagp;N(p)—* Z

Et on trouve donc :

ok
Py

)

asp i log(N (p))N (p)~* log Jaugs ;  log(N(p))x
ZE ml—aq} N(p)—* ZZZ N Zp: N(p)s+

v k=1 k=1

On définit un analogue de la fonction de Van Mangoldt pour 'extension K
par :

Aa) = log(N(p)) si a=p* avec p un idéal premier non-ramifié
Y= 0 sinon.

On peut alors écrire, en utilisant la multiplicativité de la norme :

Qui est bien définit en posant . = gp(’% et x(¢q) = 0 sinon, et qui est
holomorphe avec un éventuel pole en s = 1. Comme le nombre d’idéaux
dont la norme est un entier donné est borné, le théoréme de Newman (8.1)
nous permet alors de conclure que :

Z Ala)x(a) = Rlog(z) + L' 4+ o(1)

N(a)<z N(Cl)
De plus :
A(p*)x(e5) dlm(V)
N(p)k<z k>2 pok=
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Le nombre d’idéaux premiers au-dessus de p est borné par nx = [K : Q] et
la norme de p par p"¥. Ainsi :

RO N(p)? = N(p) > p?—p

A k 2 .
Z (P™)x (e Z log(N(p) dlm(V) < Z ny, log(p) dim(V)
N(p)k<z k>2 p
qui converge. On a donc une autre constante L telle que :
A
Z Alp)x(oy) = Rlog(z) + L + o(1)
N(a)
N(P)<z

Par la formule de sommation d’Abel, on trouve alors :

> A =o Y SO [T S A(en
N(p)<t

N(p)<z N(p)<z

=z (Rlog(x) + L +o0(1)) — Rlog(z) + L+ o(1))dt

K
1
= Rxlog(z) + Lzo(x) — Rx(log(z) — 1) — Lz + o(1) = Rx + o(1)

En réutilisant la formule de sommation d’Abel, on en conclut :

2on<t Mp)x(ep)
A(p dt
Z X(pp) = log Z x() / tlog t)

N(p)<z

= Rig@ +° <1o§<x>) of M“ =Ry 7 (1g<m>> |

En effet, si x est suffisamment grand, alors o(t) <t pour tout ¢t > \/x et

T VT T
/ Rt +20(t) dt < / Rt +20(t) gt QR/ i gt
2 tlog*(t) o tlog*(t) va log™(t)

<O(Wz) + (& — \/E)logg(x) =0 <10g$(x))

O]

Théoréeme 8.3 (de densité de Chebotarev). Soient L|K une extension galoi-
sienne de corps de nombres de degré fini de groupe de Galois G = Gal(L/K).
Alors pour chaque classe de conjugaison C := Ad(G)(o0), 0 € G, 'ensemble
P, des idéauz premiers non-ramifiés pour lesquels C' = p, satisfait

C]

#{p € P,|N(p) <z} ~ G k()

si x — 00, ot wr(x) = #{p|N(p) < x}.
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Démonstration. Soit 1¢ la fonction indicatrice de ’ensemble C, définie par :

1C(t)_{ 1 s?tEC

0 sinon.

Comme C' est une classe de conjugaison, 1¢ est une fonction centrale. Si
c € C, le produit scalaire sur les caractéres permet alors d’exprimer 1¢
comme une combinaison C-linéaire de caractéres :

#pePINp)<at= > lolpy) Z > (6 1e)x(

N(p)<z <z X
Or si x =1, alors

|G| 1 _lc|
(1,10) = Z t~ —
ec ~lal

Le lemme précédent nous permet de conclure que

Z 2 (o le)xlop) =o (10;(36))

p)<z x#1

et, avec le caractére trivial,

> Uew) = Rlogm(a:) o (10;(:6))

N(p)<z

On voit ainsi que la constante R est celle de I'estimation asymptotique de
7r, par définition. On en conclut bien que :

@ .
> telew) = lg 3 1w+ o (o ) ~ o)

N(p)<z ] N(p)<z
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9 Conclusion

Ceci conclut la démonstration du théoréme de densité de Chebotarev.

Pour cela, nous avons commencé par décrire les bases la théorie des représen-
tations linéaires de groupes finis, en particulier les représentations induites.
Cela nous a permis de démontrer le théoreme de Brauer, qui fut essentiel
dans la suite pour relier les fonctions L de Hecke aux fonctions L d’Artin
afin d’étendre ces derniéres au dela du demi-plan complexe Re(s) > 1. La
derniére étape avant de démontrer le théoréme lui-méme, fut de montrer que
les fonctions L d’Artin ne s’annulaient pas sur la droite complexe Re(s) = 1.
Grace a cela, nous avons pu calculer la dérivée logarithmique de ces fonctions
et en déduire leur poids dans I'estimation de la densité d’idéaux premiers non-
ramifiés associés & une certaine classe de conjugaison du groupe de Galois.
Enfin, nous avons pu conclure en calculant le poids de la fonction L d’Artin
associée au caractére trivial, qui est la seule non-négligeable. A noter que le
cheminement d’idées du dernier chapitre est trés semblable & celui de la dé-
monstration du théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet, & ceci
prés que les fonctions L considérées dans ce dernier sont celles de Dirichlet,
qui sont associées aux caractéres du groupe des unités d’un groupe cyclique
fini.
Je remercie le professeur Philippe Michel et le docteur Ramon Moreira Nunes
pour m’avoir proposé et suivi dans ce projet et ainsi m’avoir fait découvrir
une partie de cette vaste théorie qu’est les fonctions L et plus généralement
la théorie algébrique des nombres.
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